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Εξετάσεις 12 - 2 - 2013

(Θέµατα & Λύσεις)

1) Να υπολογίσετε το όριο

lim
x→0

(√
1 + 2x−

√
1− 2x

|x|k

)
για k = 1, 2,

1

2
.

Λύση: Ο αριθµητής ισούται µε
√
1 + 2x−

√
1− 2x =

(
√
1 + 2x−

√
1− 2x)(

√
1 + 2x+

√
1− 2x)√

1 + 2x+
√
1− 2x

=

4x√
1 + 2x+

√
1− 2x

. Οπότε έχουµε:

1. Για k = 1

lim
x→0+

(√
1 + 2x−

√
1− 2x

|x|

)
= lim

x→0+

(√
1 + 2x−

√
1− 2x

x

)
=

lim
x→0+

(
4x

x(
√
1 + 2x+

√
1− 2x)

)
= 2.

lim
x→0−

(√
1 + 2x−

√
1− 2x

|x|

)
= lim

x→0+

(√
1 + 2x−

√
1− 2x

−x

)
=

− lim
x→0+

(
4x

x(
√
1 + 2x+

√
1− 2x)

)
= −2.

Εποµένως το όριο δεν υπάρχει.

2. Για k = 2

lim
x→0

(√
1 + 2x−

√
1− 2x

|x|2

)
= lim

x→0

(√
1 + 2x−

√
1− 2x

x2

)
=

lim
x→0

(
1

x2

4x

(
√
1 + 2x+

√
1− 2x)

)
= lim

x→0

(
1

x

4

(
√
1 + 2x+

√
1− 2x)

)
.

΄Οµως lim
x→0

(
4

(
√
1 + 2x+

√
1− 2x)

)
= 2 και lim

x→0+

(
1

x

)
= +∞, lim

x→0−

(
1

x

)
= −∞
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οπότε lim
x→0+

(√
1 + 2x−

√
1− 2x

|x|2

)
= +∞ και lim

x→0−

(√
1 + 2x−

√
1− 2x

|x|2

)
= −∞.

Εποµένως το όριο δεν υπάρχει.

3. Για k =
1

2

lim
x→0

(√
1 + 2x−

√
1− 2x

|x|1/2

)
= lim

x→0
|x|1/2

(√
1 + 2x−

√
1− 2x

|x|

)
.

΄Οµως lim
x→0

|x|1/2 = 0 και τα πλευρικά όρια της συνάρτησης
√
1 + 2x−

√
1− 2x

|x|
στο

0 είναι πραγµατικοί αριθµοί, άρα lim
x→0

(√
1 + 2x−

√
1− 2x

|x|1/2

)
= 0.

2) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα:∫ ∞

0

1

(x+ 4)(2x+ 1)
dx

Λύση: ΄Εχουµε γενικευµένο ολοκλήρωµα οπότε

I =

∫ ∞

0

1

(x+ 4)(2x+ 1)
dx = lim

a→+∞

∫ a

0

1

(x+ 4)(2x+ 1)
dx

Αναλύουµε την προς ολοκλήρωση συνάρτηση σε απλά κλάσµατα

1

(x+ 4)(2x+ 1)
=

A

x+ 4
+

B

2x+ 1
=

A(2x+ 1) +B(x+ 4)

(x+ 4)(2x+ 1)
⇒ 1 ≡ (2A+B)x+(A+4B).

Οπότε 2A+B = 0 και A+ 4B = 1. Από αυτές τις σχέσεις ϐρίσκουµε A = −1

7
, B =

2

7
.

∫ a

0

1

(x+ 4)(2x+ 1)
dx =

∫ a

0

[
−1

7

1

x+ 4
+

2

7

1

2x+ 1

]
dx =

[
−1

7
ln |x+ 4|+ 1

7
ln |2x+ 1|

]a
0

=

= −1

7
[ln(a+ 4)− ln 4] +

1

7
[ln(2a+ 1)] =

1

7
ln

(
2a+ 1

a+ 4

)
+

1

7
ln 4.

Επειδή lim
a→+∞

2a+ 1

a+ 4
= 2, έχουµε

I = lim
a→+∞

[
1

7
ln

(
2a+ 1

a+ 4

)
+

1

7
ln 4

]
=

1

7
ln 2 +

1

7
ln 4 =

3

7
ln 2
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3) Θέλουµε να κατασκευάσουµε ένα δοχείο για σκουπίδια µε ϐάση ακτίνας r τοιχώµατα
κυλινδρικά ύψους h και στην κορυϕή το καπάκι να έχει σχήµα ηµισϕαιρίου ακτίνας r.
Η επιϕάνεια ολόκληρου του δοχείου είναι σταθερή και ίση µε Α. Να υπολογισθεί ο λόγος
του r µε το h για να είναι µέγιστη η χωρητικότητα του δοχείου.

Λύση: Η επιϕάνεια είναι
A = πr2 + 2πrh+ 2πr2

ή

h(r) =
A

2πr
− 3r

2
και ο όγκος ειναι

V (r) =
Ar

2
− 5πr3

6
και το

dV

dr
=

A

2
− 5πr2

2
= 0 ⇒ A = 5πr2

Επιστρέϕοντας στην αρχική σχέση A = 3πr2 + 2πhr καταλήγουµε στη σχέση h = r που
εύκολα δείχνουµε ότι οδηγεί τον όγκο σε µέγιστη τιµή.
4) (α)Να υπολογισθεί ο όγκος µιας πυραµίδας µε ορθογώνια ϐάση µήκους l και ύψους h
(ϐ) Να υπολογισθεί το µήκος της καµπύλης y = (ex + e−x)/2 για 0 ≤ x ≤ b.

Λύση: (α) Αν κόψουµε τη πυραµίδα σε ένα τυχαίο ύψος z µε επίπεδο παράλληλο προς τη
ϐάση ϑα δηµιουργηθεί ένα τετράγωνο µε ακµή x. Κάνοντας χρήση των όµοιων τριγώνων
ϑα έχουµε ότι

h

l/2
=

h− z

x/2

άρα x = h− (l/h)z (ϐλέπε Σχήµα) και ο στοιχειώδης όγκος dV = x2dz

V =

∫ h

0

(h− (h/l)z)2dz =
l2h

3

(ϐ) Παρατηρούµε ότι (
ex − e−x

2

)2

+ 1 =

(
ex + e−x

2

)2

και y′2 + 1 = y2 άρα

L =

∫ b

0

√
1 + y′2dx = (eb − e−b)/2

5) Βαρυτικά κύµατα κοσµολογικής προέλευσης διαδίδονται σύµϕωνα µε την εξίσωση

Σ = AJ2(x) + BN2(x) ,
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όπου οι A και B είναι σταθερές, ενώ

J2(x) =
1

x

[(
3

x2
− 1

)
sin x− 3 cos x

x

]
και

N2(x) =
1

x

[(
3

x2
− 1

)
cosx+

3 sin x

x

]
.

Στην περίπτωση µεγάλου µήκους κύµατος ικανοποιείται η συνθήκη x ≪ 1. Να αποδειχθεί
ότι τότε η αρχική εξίσωση διάδοσης προσεγγίζεται από την

Σ = A1x
2 +B1x

−3 .

όπου οι A1 και B1 είναι σταθερές.

Λύση: Με χρήση των αναπτυγµάτων McLaurin για τις συναρτήσεις sinx, cosx έχουµε

J2(x) =
1

x

[(
3

x2
− 1

)(
x− x3

3!
+

x5

5!
− · · ·

)
− 3

x

(
1− x2

2!
+

x4

4!
− · · ·

)]
και

N2(x) =
1

x

[(
3

x2
− 1

)(
1− x2

2!
+

x4

4!
− · · ·

)
+

3

x

(
x− x3

3!
+

x5

5!
− · · ·

)]
.

Με δεδοµένο ότι x ≪ 1 συµπεραίνουµε ότι J2(x) ≃ x2/15 και N2(x) ≃ 3/x3 και καταλή-
γουµε στην Ϲητούµενη σχέση.

6) Να προσδιορισθεί το εµβαδόν της τοµής του κύκλου r = 3/2 και του καρδιοειδούς
r = 1 + cosϑ.

Λύση: Παρατηρούµε ότι ϑ ∈ [0, 2π) και στις δύο περιπτώσεις. Ο κύκλος έχει κέντρο την
αρχή των αξόνων και ακτίνα r = 3/2, ενώ το καρδιοειδές τέµνει τους άξονες στα σηµεία
(2, 0), (0, 1), (0, 0) και (0,−1). Επίσης, οι δύο καµπύλες τέµνονται και τα σηµεία τοµής
αντιστοιχούν σε πολικές γωνίες ϑ = ±π/3.
Το Ϲητούµενο εµβαδόν είναι E = 2(E1 + E2) όπου

E1 =
1

2

∫ π/3

0

(
3

2

)2

dϑ =
3π

8

και

E2 =
1

2

∫ π

π/3

(1 + cosϑ)2 dϑ =
π

2
− 9

√
3

16
.

΄Αρα, τελικά,

E =
7π

4
− 9

√
3

8
.
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